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Les fractales inventees par Benoit Mandelbrot dans les annees 1970 prennent en fait leur 
source un siecle plus tot, au corns des an&es 1870, dans la mise en Cvidence de fonctions 
continues sans derivees; et les travaux actuels se nourrissent de ceux effectuds pour l’essen- 
tie1 jusque vers 1920. Nous nous proposons de rappeler ici le cheminement de ces principaux 
travaux historiques. 8 1990 Academic Press, Inc. 
Fractals, invented, by Benoit Mandelbrot during the 197Os, in fact have their origin one 
century before during the 1870s. in the discovery of continuous functions without derivatives; 
and current researches are based on work essentially done before 1920. Our purpose is to 
recall the development of these main historical works. o 1990 Academic press. IIK. 
Die von Benoit Mandelbrot in den 197Oer Jahren erfundenen Fraktale haben ihren Ursprung 
in den 187Oer Jahren, in der Entdeckung stetiger Funktionen ohne Ableitungen. Die augen- 
blickhchen Forschungen werden von Arbeiten aus den Jahren vor 1920 angeregt. Der Zweck 
des vorliegenden Aufsatzes ist es, die Entwicklung dieser wichtigsten historischen Arbeiten 
aufzuzeigen. Q 1990 Academic Press, Inc. 
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INTRODUCTION 
. . . the will is infinite and the execution confined, the desire is boundless and the act a slave 
to limit. 
Shakespeare 
Tout commence vkitablement avec les travaux analytiques de Weierstrass. 
Une foule de “monstres mathematiques” sont ensuite exhibes, certains d’origine 
geom&ique comme celui de von Koch ou expkimentale comme le mouvement 
brownien, et ils suscitent des remises en question concernant notamment I’idCe 
de dimension. 
Vers 1920, au contraire, la notion usuelle de dimension, la dimension topolog- 
ique, commence a Ctre bien cemte et Hausdorff propose une nouvelle notion 
mieux adaptee aux objets construits, permettant d’une certaine facon d’en mesurer 
la complexite. A cette date encore, I’engendrement de monstres semble s’Ctre tari. 
A cette date surtout, viennent de parahre les tres importants memoires de Julia et 
Fatou concernant I’iteration des fractions rationnelles et enoncant de nombreux 
resultats thtoriques extremement tlabores, base de toutes les recherches actuelles 
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en dynamique holomorphe. Apres ce travail considerable, plus rien ou presque 
n’a CtC produit jusqu’au renouveau actuel. 
Notre propos est ici de rappeler ces principaux travaux historiques, en souhai- 
tant ainsi montrer a quel point ils constituent les assises conceptuelles des recher- 
ches les plus recentes, ce dont leurs auteurs n’ont jamais fait mystere. 
1. COURBES CONTINUES SANS TANGENTES 
Ainsi la consideration d’objets fractals remonte a la construction de fonctions 
continues sans derivees par Riemann et Weierstrass. Auparavant, il paraissait 
admis et nature1 qu’une fonction continue possbde toujours une derivee finie non 
nulle sauf peut-etre en un nombre fini de points isoles. 
Une conviction tenace: Amp&e, . . . 
Cette conviction reposait vraisemblablement sur une intuition geometrique: 
C’est qu’en effet, selon Gilbert [ 18721, I’existence de la dtrivee dans une fonction continue 
f(x) se traduit, geometriquement, par I’existence de la tangente en un point quelconque de la 
courbe continue qui est la figuration geometrique de cette fonction, et s’il nous est possible 
de concevoir qu’en certains points singuliers. m&me tres rapproches, la direction de la tangente 
soit paraWe a l’axe des x ou a I’axe des y. ou soit meme tout a fait indtterminte, nous ne 
pouvons comprendre qu’il en soit ainsi dans toute I.&endue d’un arc de courbe, si petit qu’on 
le suppose d’ailleurs. De la, la tendance a regarder I’existence de la derivee, dans une fonction 
continue, comme inutile a dbmontrer. 
Plus naivement encore, pour faire sentir intuitivement la notion de courbe 
continue, nous pouvons Ctre tent& de tracer une courbe “a la main, saris lever le 
crayon”. Nous aurons alors le sentiment qu’il ne peut y avoir qu’un nombre fini 
d’asp&ites du type V et qu’il ne peut y avoir qu’un nombre fini de points en 
lesquels il n’y a pas de tangente. Ou bien encore, peut-on imaginer un point se 
deplacant de telle facon qu’il n’ait a aucun instant une vitesse definie? 
C’est Ampere [ 1806] qui le premier demontre qu’une fonction continue possede 
toujours une derivee finie non nulle sauf peut-etre en des points isoles, assertion 
exprimee selon l’esprit lagrangien sous la forme: 
La fonction cf(x + i) - f(x))li reste finie (non nulle) lorsqu’on fait i = 0 h 
l’exception de certaines valeurs particulieres et isokes de x. 
Dans son Memoire, Ampere ne formule pas explicitement la continuite de f, 
mais l’utilise a plusieurs reprises en particulier sous la forme du theoreme des 
valeurs intermediaires. 
Ce resultat sur la derivabilite des fonctions continues se retrouve bien plus 
tard encore dans des manuels comme les “Elements du Calcul Infinitesimal” de 
Duhamel [ 18561 ou le “Traitt de Calcul differentiel et de Calcul integral” de Joseph 
Bertrand [l&4]. 
Toutes ces demonstrations commencent essentiellement par affirmer que, si une 
fonction f ne verifiait pas l’assertion a prouver, il existerait alors tout un intervalle 
dans lequel le rapport cf(x + i) - f(x))li n’aurait pas une limite finie non nulle 
lorsque i tend vers o (lcE erreur) et que, par suite, ce rapport aurait soit une limite 
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nulle soit une limite infinie (2”” erreur). Utilisant enfin une sorte d’uniforme 
continuite (3bme incorrection), elles aboutissent a une contradiction ou au fait que 
fest necessairement constante (en effet, une fonction, dont la dtrivee est nulle sur 
un intervalle, y est constante!). On serait tent6 de dire qu’il s’agit d’un defaut de 
maitrise des implications logiques de la theorie des ensembles. 
Gilbert [1872], deja cite en introduction, se propose mCme d’ameliorer une 
preuve donnee par Lamarle [ 18551, malgre les contre-exemples de Hankel [1870] 
qu’il connait et refute. 
Ceux-ci sont des fonctions continues indefiniment oscillantes-et done ne posst- 
dant pas de derivees-pour toutes les valeurs rationnelles de la variable. 
Selon sa methode de condensation des singularites, partant d’une fonction g 
admettant une certaine singularite en o, comme par exemple 
g(x) = x sin(l/x), 
Hankel lui associe la fonction 
qui ne possbde pas de detivee pour tout x rationnel. 
L’exemple de Schwarz [ 18731 convainc cependant Gilbert [ 18731 de I’impossibi- 
1itC d’une demonstration correcte. II s’agit cette fois de la fonction 
m 
Oii 
g(x) = [xl + v x - [xl 9 
qui est une fonction continue croissante pour laquelle, dans tout intervalle si petit 
soit-il, la derivee n’est pas toujours definie. 
Mais l’on sait bien qu’avant Hankel et Schwarz, Riemann deja avait formule un 
contre-exemple et que Weierstrass a construit ensuite une fonction continue qui 
ne possbde de d&iv&e en aucun point. Regardons de plus pres ces contre-exemples 
historiques. 
La voie analytique: Riemann et Weierstrass 
Selon Weierstrass [1872], Riemann aurait le premier affirm6 un point de vue 
contraire a la conviction g&t&ale et exhibe dts 1861 un contre-exemple avec la 
fonction somme de la serie 
,C, sin(p2x)/p2. 
Cette affirmation fut transmise par des auditeurs de Riemann et sa demonstration 
ne nous est pas connue. Si bien que nous ne savons pas precisement quelle est 
I’assertion de Riemann a ce propos: cette fonction n’a-t-elle aucune dtrivee en 
tout point ou bien seulement aux points d’un ensemble partout dense? 
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Qu’il y ait des fonctions de ce type (non dtrivables aux points d’un ensemble par-tout dense) 
peut etre montre de facon extraordinairement facile, affirme Weierstrass [1872], et c’est 
pourquoi je pense que Riemann n’avait en vue que des fonctions qui pour aucune valeur de 
leur argument ne possedaient un quatient differentiel determine. 
Aussi, Weierstrass propose-t-i1 en 1872 un nouvel exemple avec la somme de la 
serie 
r 
2 b” cos(a” T x) 
n=O 
ou a est un entier impair, 0 < b < I - pour Ctre tranquille du c&5 de la convergence 
de la serie et ab > I + # 72 pour ne pas l’etre du c&C de la convergence de la serie 
derivee - et il montre que cette fonction ne posdde une derivee (finie ou infinie) 
pour aucune valeur de x. 
Cet exemple a Cte repris et ameliore par plusieurs auteurs, en particulier au 
niveau de I’inCgalitC ab > I + 1 7~. Ainsi, Hardy [I9161 montre que les seules 
conditions 
O<b<l et ab > I 
suffisent pour que la fonction n’ait de derivee finie en aucun point. Dans ce mCme 
article, Hardy montre aussi que la somme de la serie de Riemann ne possede pas 
de derivee finie aux points TX oh x est un nombre irrationnel, done que cette 
fonction continue ne posstde pas de derivee aux points d’un ensemble partout 
dense. La question de I’extension de ce resultat a toutes les valeurs de x n’a Ctt 
resolue que recemment par la negative (Gerver [1970]): la derivee existe et vaut 
-1 aux points de la forme T (2p + l)l(2q + I) oh p et 4 sont des entiers. 
A propos des exemples de Riemann et Weierstrass on peut consulter I’article 
de du Bois-Raymond [1875] et les lettres de Weierstrass [ 1873-18891. On trouve 
d’autres exemples chez Darboux [ 1875; 18791 ou mCme plus recemment chez de 
Rahm [1957]. 
Ces exemples ont non seulement et& repris, dtudies et gentralids, mais ils ont 
aussi CtC diversement comment&. Ainsi, Hermite kit-il en 1893 dans une lettre 
a Stieltjes: 
Je me detoume avec effroi et horreur de cette plaie lamentable des fonctions qui n’ont pas 
de derivees. 
Ou encore, Poincare [ I8991 commente: 
Autrefois, quand on inventait une fonction nouvelle, c’ttait en vue de quelque but pratique; 
aujourd’hui, on les invente tout expres pour mettre en defaut les raisonnements de nos p&es, 
et on n’en tirera jamais que cela. 
Precisons que cette demiere citation est extraite d’un texte sur la logique et 
I’intuition envisagee du point de vue de I’enseignement. Ce texte se termine 
d’ailleurs par: 
En spkiales et darts la premiere annke d’Ecole Polytechnique, on ne parlera pas des 
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FIGURE I 
fonctions sans d&ivCes, on n’en parlera que pour dire: il peut y en avoir, mais nous ne nous 
en occuperons pas. 
Peut-on en parler maintenant dans nos classes terminales de lycees? I1 faut dire 
qu’en 1899 on ne connaissait pas encore la courbe de von Koch et que les ordina- 
teurs n’etaient pas la pour nous tenter. 
La uoie ge’omttrique: van Koch et Bolzano 
Les contre-exemples que nous venons de considerer sont obtenus par voie 
analytique et nous sommes loin de l’intuition d’une courbe tracee a la main. Pour 
y remedier, von Koch [1904, p. 6851 d&it “une courbe continue saris tangente 
obtenue par une construction geometrique Clementaire”. L’idCe est simple: partant 
du cas “nature],” la pointe V saris tangente en son extremite, il transforme un 
segment en introduisant successivement une infinite de telles pointes (voyez Fig. 
I). 
Precisons l’algorithme de construction, actuellement tombe dans le domaine de 
la vulgarisation, mais qui reste toujours un prototype de construction de courbes 
fractales, sur lequel on peut assez bien apprehender le phenombne de l’absence 
de tangente, ainsi que la notion de dimension dont il sera question un peu plus 
loin. 
Le passage de l’ttape n a l’etape n + 1 (voyez Fig. 2) consiste a remplacer 
chacun des 4” segments par 4 petits segments de facon identique au passage de 
P&ape 0 a l’etape 1. Les points anguleux apparus a une &ape sont conserves a 
P&ape suivante. La courbe de von Koch est la courbe limite, elle est formee de 
l’ensemble des points anguleux obtenus successivement et des points limites de 
aape 1 6Lw.U 2 
FIGURE 2 
Ctape 3 
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etaps 4 
FIGURE 3 
ceux-ci. Cette courbe est continue et n’a de tangente en aucun point-cette der- 
niere assertion est facile a verifier en chaque “point anguleux.” 
11 existe toute une litterature mathematique concernant ces monstres, qui a ete 
un peu oubliee pendant un certain temps. Ainsi, Cesaro [1905, p. 31 essaye de 
donner une idee plus intuitive encore de la courbe de von Koch, a l’aide de 
la Fig. 3. 
Plus precidment, il montre que la courbe limite est situee a l’interieur des parties 
hachurees dont les aires tendent vers 0 (voyez Fig. 4). 
Von Koch [MM, p. 6981 propose mCme une modification du processus de 
construction de facon a ce qu’8 chaque &ape, et par suite a la limite, la courbe 
obtenue soit effectivement le graphe d’une fonction (voyez Fig. 5). 
En fait, dans les annees 1830, done bien anterieurement aux fonctions de Rie- 
mann et de Weierstrass, Bolzano avait obtenu un exemple de fonction continue 
sans derivte. La construction geometrique est basee sur un algorithme tout a fait 
semblable a celui utilise pour la courbe de von Koch. Le processus consiste a 
construire une succession de lignes polygonales, graphes de fonctions, en rempla- 
cant a chaque &ape tout segment d’une ligne polygonale par une ligne polygonale, 
elle-m&me formee de quatre segments, ayant memes extremites que le segment 
initial et representant encore le graphe d’une fonction. La courbe limite est alors 
elle aussi le graphe d’une fonction. 
Plus precidment, le segment d’extremites (a, p) et (b, 9) oii a # b et p # q est 
remplace par les quatre segments joignant successivement les points 
(a, p); ((5~ + 3b)/8, (3p + 5q)/8); ((a + 6)/2, (E, + q)/2); ((a + 7b)/8, 
t-p + W/8); (h 4. 
&tape 1 btape 2 
FIGURE 4 
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LB encore, chaque point anguleux est conserve a la limite et est un point de 
non derivabilite. Bolzano pensait que sa fonction ne possedait pas de derivees 
seulement dans un ensemble pat-tout dense, en realite elle n’en a nulle part. Mais 
ce travail de Bolzano ne fut decouvert qu’en 1921 dans ses manuscripts par JaSek 
et n’etait done pas connu a l’epoque que nous venons d’evoquer. 
La voie expe’rimentale: le mouvement brownien 
Apres les perfectionnements dans l’utilisation du microscope, le botaniste 
Brown observe en 1827 les mouvements a la fois rapides et irreguliers dont sont 
animees des particules suffisamment petites -ici, des grains de pollen-en suspen- 
sion dans un liquide en apparence immobile. 
11 fallut attendre la fin du XIXe siecle pour que les physiciens, en particulier le 
physicien francais Gouy, s’interessent a ce mouvement brownien et l’interpretent 
comme resultant de I’agitation thermique des molecules. 
C’est Albert Einstein [ 1905] qui en fera une etude qualitative dans l’un des trois 
celebres articles publies au tours de la mCme annee aux Annalen der Physik. En 
fait, il montre que, selon la theorie cinetique de la chaleur, on doit pouvoir observer 
des mouvements de particules visibles au microscope en suspension dans un 
liquide et ces mouvements doivent suivre certaines lois. C’est pour lui un resultat 
theorique a verifier par l’experience, dont il dit ne pas savoir a ce moment la s’il 
s’agit ou non du mouvement brownien. 
La Fig. 6 ci-dessous est une illustration de ce mouvement brownien extraite du 
livre Les Atomes du physicien Jean Pen-in [1912]. Les positions d’une particule 
sont rep&es a des intervalles de temps reguliers, deux positions successives sont 
reliees par une segment pour permettre de suivre la trajectoire et son enchevetre- 
ment. Si l’on effectuait des releves a des intervalles de temps deux fois plus petits, 
chaque segment serait remplace par deux nouveaux segments dont la somme des 
longueurs serait plus grande que celle du segment initial (voyez Fig. 7). 
Ainsi la longueur de la ligne polygonale correspondante serait considerablement 
augmentee et ces modifications dans l’aspect local de la trajectoire compromettent 
l’idee de tangente. 
Voici d’ailleurs ce qu’en dit le mathematicien Emile Bore1 [1912] dans une 
conference a Houston: 
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. . . . les trajectoires observdes dans le mouvement brownien suggtrent la notion des fonc- 
tions continues sans tangente. Si on observe ces trajectoires avec des instruments optiques 
de plus en plus perfectionnes, on voit, a chaque nouveau grossissement des details nouveaux, 
l’arc de courbe que I’on aurait pu tracer se trouvant remplace par une sorte de ligne brisee 
dont les cot& font entre eux des angles finis; ii en est ainsi jusqu’a la limite des grossissements 
actuellement r&lisables . _ . . Mais il n’est pas interdit a l’analyste de reculer indtfiniment 
par la pensee l’obtention de cet &at definitif et d’arriver ainsi a la conception d’une courbe 
darts laquelle les sinuositds deviennent de plus en plus fines a mesure qu’on emploie un 
grossissement plus fort, sans que l’on atteigne jamais les sinuosites demieres: c’est bien la 
l’image geom&ique d’une fonction continue n’admettant pas de dtrivee. 
Jean Perrin [ 1906] explique plus generalement a quel point la discontinuite est 
presente dans la matibre IA oh une vision gross&-e laissait croire a la continuite. 
11 montre par exemple I’impossibilite de trouver une tangente en un point du littoral 
de la Bretagne, celui-ci apparaissant de plus en plus d&coupe a mesure que l’echelle 
d’etude adoptee est de plus en plus grande. Les propos qui suivent venant de la 
part d’un physicien feront sans doute plaisir a certains mathematiciens: 
Ce sont les fonctions a derivtes qui sont l’exception, ou si l’on prefkre un langage geome- 
trique, les courbes qui n’ont de tangente en aucun point deviennent la regle et les courbes 
bien r&di&res qu’on nous a appris a imaginer deviennent en quelque facon des curiosites, 
des cas sans doute intkressants, mais vraiment bien particuliers . . . . 11 est assez singnlier 
de constater que les exigences logiques des mathkmaticiens les ont en ddfinitive maintenus 
FIGURE 7 
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plus prks des chases reelles que n’a fait pour les physiciens la recherche de representations 
pratiques. 
11 faut cependant ici bien differencier les exemples anterieurs, en particulier la 
courbe de von Koch, extremement reguliere dans ses singularites, des courbes- 
trajectoires obtenues dans le mouvement brownien. 11 faut en effet souligner le 
caractere markovien de ce mouvement: la connaissance des trajectoires avant 
pinstant t ne fournit aucune information sur la trajectoire aprbs l’instant t autre 
que celle don&e par la position a cet instant t. 
Le modele mathematique du mouvement brownien est construit par Wiener 
[1923] comme processus aleatoire continu, mais pouvant Ctre approche par des 
processus aleatoires discrets. C’est d’ailleurs cette approximation qui explique le 
lien entre les mouvements browniens mathematique et physique. Ce mouvement 
brownien, processus markovien, sera aussi a distinguer du chaos, obtenu par un 
processus mathematique iteratif, done deterministe, envisage ci-apres en dynam- 
ique holomorphe. 
Notons encore que, le mouvement brownien pouvant s’exprimer a l’aide de 
series de Fourier-Wiener, 
,C, a, (XL cos 27rnt + xi sin 27~zt) 
> 
ou x; et xi designent des variables gaussiennes independantes et qu’une telle serie 
ayant beaucoup d’analogies avec les series trigonometriques lacunaires comme 
la serie de Weierstrass, il n’est pas Ctonnant que les courbes correspondantes 
presentent elles-memes des analogies relativement a leurs tangentes. C’est ainsi 
que Paley, Wiener, et Zygmund [19331 donnent raison a Jean Pert-in en prouvant 
que, presque surement, la trajectoire d’un mouvement brownien n’admet pas de 
tangente en chacun de ses points. 
Paul Levy consacrera entre 1930 et 1960 de nombreux travaux a l’etude du 
mouvement brownien, en particulier au calcul de la mesure de Hausdorff de la 
courbe. Mais justement parlons maintenant de la dimension de Hausdorlf d’un 
ensemble et, tout d’abord, de la notion de dimension en general. 
2. NOTIONS DE DIMENSION 
Nous avons tous une idee intuitive de la notion de dimension, en particulier 
lorsque nous disons que nous vivons dans un espace a trois-ou quatre-dimen- 
sions. Si nous d&irons communiquer cette intuition, nous commencerons par des 
exemples, puis nous essayerons de donner une formulation mathematique Claire. 
C’est alors que les difficult& apparaltront. 
Partant de la notion de corps solide a trois dimensions consideree comme notion 
premiere, une surface a deux dimensions pourra Ctre definie comme frontiere d’un 
corps solide, une courbe a une dimension comme front&e d’une surface (et un 
point sans dimension comme front&e d’une courbe). 
Mais pour formuler les chases de facon plus precise, pour se servir des nombres 
en geometric, utilisons done un rep&e cartesien et exprimons les coordonnees x, 
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y, z des points de l’objet d’Ctude en fonction de parambtres. Le nombre minimum 
de paramttres nbcessaires pour d&tire l’objet est alors le nombre de dimensions 
de l’objet. Ainsi, en particulier: 
Une courbe est un ensemble de points-un lieu de points-dont les coordonnCes 
dBpendent d’un parametre. 
Sous cette forme analytique &men&e, ce point de vue a toutefois CtC sh-ieuse- 
ment remis en question par les travaux de Cantor en 1877 et ceux de Peano en 
1890. 
La correspondance de Cantor 
A partir de 1872, Cantor entretient une importante correspondance avec Dede- 
kind. Peu aprh avoir montr6 en dCcembre 1873 qu’il ne peut exister de correspond- 
ante biunivoque entre N et R et par 1% retrouvC l’existence de nombres transcend- 
ants, Cantor Ccrit B Dedekind: 
. . . Est-ce qu’une surface (par exemple un car&, front&e comprise) peut etre mise en 
relation univoque avec une courbe (par exemple un segment de droite, extrkmith comprises), 
de telle sorte qu’it tout point de la surface corresponde un point de la courbe, et rkiproquement 
A tout point de la courbe un point de la surface? 
11 me semble encore en ce moment que la rkponse B cette question prksente de grosses 
dificuitCs-bien que, ici aussi, l’on soit si fortement enclin h une rkponse rkgative, qu’on 
pourrait presque tenir une d6monstration pour superflue. 
Et pourtant, le 20 juin 1877, dans une nouvelle lettre B Dedekind, Cantor demon- 
tre que les courbes continues, les surfaces, et les volumes ont la mCme puissance. 
11 suffit, g&e B la gdom&rie analytique, d’&ablir des correspondances biuni- 
voques entre le segment unit6 I, le carr6 unit6 C, et le cube unit6 D. La correspond- 
ante entre Z et C par exemple s’obtient a l’aide des dheloppements dtcimaux 
illimith: B t = 0, a,a2a3 . . . , Cantor associe le couple (x; y) = (0, a,a3 . . . ; 
0, a2a4 . . .). L’application rdciproque s’obtient done en associant au couple (x; 
y) = (0, b,b, . . . ; 0, c,c2 . . .) le nombre t = 0, b,c,b,c, . . . . 
Dedekind formule immediatement des reserves B propos de cette correspond- 
ante. (En effet, par exemple-c’est nous qui le donnons-t = 131/1100 = 0, 
119090!90.. . n’a pas d’image car x = 0, 1999 . . . n’est pas un dheloppement 
dtcimal acceptable et l’application n’est pas dCfinie dans Z tout entier; ou bien t a 
pour image (x; y) = (0, 1999 . . . ; 0, 1000) = (0, 2; 0, 1) et alors l’application 
n’est plus injective puisque t’ = 0, 21000 . . . a la mCme image.) 
D&s le 25 juin, Cantor foumit une nouvelle demonstration basCe sur les dhelop- 
pements en fractions continues. Celle-ci est laborieuse car il doit distinguer les 
nombres rationnels des nombres irrationnels; il y reviendra et la simplifiera. Ce 
faisant, il presse Dedekind de lui confirmer l’exactitude de son raisonnement: 
Tant que vous ne m’aurez pas approuvk, je ne puis que dire: je le vois, mais je ne le crois 
pas. 
I1 pense en effet remettre en question la notion classique de dimension basee 
sur le nombre de coordonnees indbpendantes et avec elle un certain nombre de 
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resultats mathematiques et philosophiques. La nouveaute des decouvertes de 
Cantor suscite d’ailleurs dbs le debut la mefiance de Weierstrass et surtout l’hostil- 
ite de Kronecker. 
Tout en confirmant la justesse de ces travaux, Dedekind se dit convaincu de ce 
we 
le nombre de dimensions d’une multiplicit(S continue est, apr&s comme avant, le premier et le 
plus important de ses invariants; 
mais il concede que 
cette Constance du nombre de dimensions exige absolument une dCmonstration. 
Mettant l’accent sur la grande discontinuite de la correspondance de Cantor, il 
ajoute 
. . . le concept du nombre de dimensions recevra rkellement son caractere d’invariant par la 
condition de correspondance continue. 
Imposons done cette continuitt mise en avant par Dedekind: une courbe est un 
ensemble de points dont les coordonnees dependent continument d’un parambtre. 
La courbe de Peano 
Connu pour son axiomatisation de N, Peano est aussi un specialiste du contre- 
exemple. Le plus celebre, “une courbe qui remplit une aire plane,” est une 
application 
du segment unite Z dans le carre unite C a la fois continue et surjective. II s’agit 
done bien d’une courbe parametree continue qui passe par tous les points d’un 
can%. 
L’article 00 Peano [ 1890] expose ce resultat Ctonnant est remarquable aussi par 
l’absence de toute reference geometrique, de tout appel a l’intuition-il s’agissait 
bien de s’en mefier. Aussi est-il difficile de saisir a la simple lecture du texte le 
principe de ce contre-exemple. Peu apres, Hilbert [1891,459] donnera un exemple 
analogue, formule au contraire a l’aide dune construction geometrique et c’est 
cette derniere (Fig. 8) qui sert de moteur B la demonstration. 
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On trouve une description geometrique de la courbe de Peano dans un article 
de Moore [BOO]. Observons le procede (Fig. 9, reference [Moore 1900, 771. 
L’application f est obtenue a l’aide d’approximations successives: fo, fi, . . . , 
f,, * * * * 
Etape 0: le graphe de& traverse le cart-6 C en diagonale. 
Etape 1: le cart-e C est divise en 9 petits cart-es et le graphe def, traverse chacun 
d’eux en diagonale suivant l’ordre indique. 
Etupe 2: chaque petit cart-6 est lui-mCme divise en 9 petits cat-r& . . . . 
La succession des vu-ages a gauche et a droite au tours de la premiere &ape 
peut etre codee par GDDDGGGD. La succession des virages au tours de l’etape 
2 s’obtient en intercalant entre chaque terme de la suite une suite analogue (selon 
une procedure recursive): 
(GDDDGGGD)G(GDDDGGGD)D(GDDDGGGD)D(GDDDGGGD)D 
(GDDDGGGD)G(GDDDGGGD)G(GDDDGGGD)G 
(GDDDGGGD)D(GDDDGGGD). 
Et ainsidesuite . . . . (On notera qu’en fait, d&s P&ape 2, la succession differe 
un peu de celle-ci car la figure de Moore suit exactement le cheminement de 
Peano.) 
La courbe limite est la courbe cherchee. Precisons la un peu. Sur la figure les 
angles ont et6 arrondis pour permettre de suivre le trace. En fait, a chaque &ape, 
apparaissent des points anguleux; ceux-ci sont conserves aux &apes suivantes et 
done a la limite. Par suite: 
-V&ape 0 montre que f(O) = (0, 0) et fcl) = (1, I); 
-V&ape 1 foumitjQd9) pour 0 s n 5 9, ainsif(ll9) = (l/3, 1/3),fl2/9) = (0, 2/3), . . . ; 
-F&ape 2 fournitfld92) pour 0 5 n s 92. 
L’applicationfest done dtfinie aux points de l’intervalle Z de la forme t = n/9/’ 
(analogues des nombres decimaux en base 9). Elle y est uniformement continue: 
lorsque 1 t - t’ 1 C l/p, les pointsf(t) et f(t’) sont dans un mCme carre de cot6 
l/3&; elle peut done Ctre prolongee par continuite en une fonction de Z dans C. 
Cette application est alors sutjective: tout point M du cart-e C est intersection 
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FIGURE 10 
d’une suite de can-es C, emboites les uns dans les au&es et de c&e l/3k; a cette 
Suite de Car& eSt aSSOCide une Suite d’entiers ak C0mpI-h entre 0 et 8 ou Qk eSt le 
numero d’ordre de Ck dans C&, et le point M est l’image par f du nombre t = 
zk>O ak@. 
Comme le note Hilbert [1891]: 
I1 se peut qu’un point se deplaCant continfiment rencontre, au cows d’un temps fini, tous 
les points d’une surface. 
On imagine le chemin parcouru depuis Z&ton d’Elee dont le paradoxe reposait 
sur la question de savoir s’il Ctait possible de parcourir en un temps fini une infinite 
d’etapes si petites celles-ci soient elles. 
Heureusement, l’applicationfde la courbe de Peano n’est pas injective: cela se 
voit d&s la premiere &ape. Avant d’utiliser cette remarque, signalons qu’a partir 
de cette application t --, (x(t), y(f)), Moore [ 19001 indiquait deja la construction de 
courbes continues sans tangentes. 11 suffisait en effet de ne considerer que l’une 
des deux coordonnees, par exemple, t --+ x(t), pour obtenir les courbes de la Fig. 
10 (reference [Moore 1900, 831). 
C’est une construction tout a fait analogue h celles que nous avons vu avec 
Bolzano et von Koch. 
A propos de la dimension topologique 
Pour eviter ces situations qui choquent l’intuition, pour exclure a la fois la 
correspondance de Cantor et la courbe de Peano, imposons a la fois bijection et 
continuitt. En effet, il ne peut y avoir de bijection bicontinue entre un segment et 
un can-e. 
La question plus g&r&ale de l’existence ou non d’une bijection bicontinue entre 
un espace euclidien de dimension n et un autre de dimension m differente a et4 
resolue negativement par Brouwer [ 19111. La dimension d’un espace euclidien est 
done un invariant pour les transformations bijectives et bicontinues. On voit la la 
notion topologique actuelle d’homeomorphisme. Ces homtomorphismes con- 
servent la dimension topologique. Disons que celle-ci a Cte progressivement cernee 
par Lebesgue (1911), Poincare (1912), Brouwer (1913), Menger et Urysohn (1922), 
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et que, dans I’espace usuel, il s’agit d’un entier compris entre 0 et 3 correspondant 
a notre intuition du moins pour les cas simples. 
(La dimension d’un espace est le plus petit entier n pour lequel tout point possede 
des voisinages arbitrairement petits dont la front&e a une dimension inferieure a 
n-sachant que I’espace vide a la dimension - 1.) 
En particulier, l’ensemble des points d’une courbe continue saris points multiples 
(image d’un segment par une application injective et continue ou courbe de Jordan) 
est de dimension topologique l-tout comme un segment. 
Nous pow-ions continuer dans cette direction apropos des monstruosites. Nous 
venons de dire qu’un carre ne peut etre I’ensemble des points d’une courbe de 
Jordan et pourtant, Osgood [1903] construit une courbe de Jordan d’aire positive 
(il s’agit de I’aire exterieure). Changeons plutot de notion de dimension de facon 
a avoir un outil permettant de maitriser ces exemples pathologiques, de les classer 
en leur associant un nombre qui cette fois ne sera plus un entier mais qui permettra 
de tenir compte du plus ou moins grand decoupage des courbes, du plus ou moins 
grand remplissage des surfaces. 
La dimension de Haussdorff 
11 s’agit cette fois d’une notion metrique introduite par Haussdorff 119191, on 
I’appelle aussi dimension de contenu. En voici le principe: 
Pour evaluer le volume d’un solide S on peut considerer une reunion de boules 
Bk de rayon r, > r, contenant S et calculer la somme & 4 wr:. Puis on tine 
I’evaluation, tout d’abord en prenant, pour un r fix& la borne inferieure de ces 
sommes; ensuite en considerant la limite, finie ou non, de ces bomes inferieures 
lorsque r tend vers o. Bref, saris insister outre mesure sur les details techniques, 
on obtient de cette facon une quantite en accord avec notre idee du volume. 
Dans le cas ou l’objet S est une surface usuelle, les operations precedentes 
aboutissent a un volume nul. Pour obtenir une quantite en accord avec notre idee 
de I’aire, il suffit de remplacer dans les calculs le volume 2 rr3 par la quantite rr2. 
De meme, lorsque S est une courbe rectifiable, pour obtenir sa longueur nous 
remplacerons mr2 par la longueur 2r. 
Pour certains objets cependant les calculs de longueur, d’aire ou de volume 
peuvent n’aboutir qu’a des valeurs nulles ou infinies. Par exemple, la courbe de 
von Koch a a la fois une longueur infinie et une aire nulle. 
L’idte de Hausdorff consiste a effectuer les calculs avec des expressions de la 
forme c# ou d est un nombre positif quelconque (et c une constante). Le resultat 
est alors appele le contenu de I’objet S en dimension d. Pour d = 1, 2 ou 3, on 
retrouve la longueur, Faire, ou le volume. 
Pour un objet S don&, si d est grand, le contenu est nul; si d est petit, le contenu 
est infini et il existe une valeur intermddiaire et une seule d, telle que 
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FIGURE 11 ’ 
La dimension de Hausdorff de S est cette valeur limite do. Ainsi, a droite de d,, 
le contenu est nul, a gauche il est infini, en do il est fini non nul, ou nul. ou infini. 
Cette nouvelle notion de dimension que nous pouvons attribuer a nos monstres 
n’est plus un entier. Cependant ces deux notions de dimension, dimension topolog- 
ique et dimension de contenu, quoique de natures ditferentes, ne sont pas sans 
lien. Ainsi, pour un objet donne S, on a les inegalites 
0 I dim. topo. S I dim. Hausdorff S 5 3. 
Mais aussi 
dim. topo. S = inf (dim. Hausdorff X 1 X et S homeomorphes). 
La dimension d’homothbtie 
II existe une version simplifiee de la dimension de Hausdorffqui peut Ctre utilisee 
dans certains cas particuliers. Cette notion est developpee par Benott Mandelbrot 
[1975; 19821 pour l’etude de certains monstres reguliers comme ceux que nous 
avons consider& (le mouvement brownien mis a part). Nous ne nous restreignons 
done plus momentanement a la pcriode pre-mandelbrotienne car il s’agit d’une 
notion imagee permettant de mieux apprehendre certains monstres introduits ou 
a introduire. 
Commencons par une remarque elementaire. Si I’on divise un objet mathema- 
tique usuel S assez regulier (un car&, un rectangle, un triangle equilateral, un 
segment, uncube, . . .) en n objets s semblables a l’objet initial S dans un rapport 
d’homothetie l/k, 
n = kd, 
ou d designe la dimension usuelle de S (Fig. 1 I). 
Plus generalement, si un objet S peut etre partage en n objets s semblables a S 
dans le rapport d’homothetie Ilk, l’unique solution d de I’equation kd = n est 
appelte dimension d’homothetie de S. Ce nombre 
d = Log k/Log n 
n’est plus necessairement un entier. 
Dans tous les cas que nous allons considerer la dimension d’homothetie sera 
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Cgale a la dimension de Hausdorff, mais elle presenter-a I’avantage d’etre facile a 
calculer. 
Ainsi, pour la courbe de von Koch, I’etape n + 1 &ant formee de 4 morceaux 
semblables a ceux de l’etape n dans le rapport d’homothttie 1, la courbe limite sera 
elle aussi formee de 4 morceaux semblables, dans un rapport d’homothetie 4, a la 
courbe limite toute entiere. 
La courbe de von Koch a done une dimension d’homothetie d = Log 4/Lag 3 
= 1,26 . . . (Dans ce cas: dim. topo. = 1 < dim. d’homothetie = I,26 . . .] 
Ou encore, pour la courbe de Peano, P&ape n + 1 &ant formee de 9 morceaux 
semblables a ceux de P&ape IZ darts un rapport d’homothetie 4, la courbe limite a 
une dimension d’homothttie Cgale a Log 9/Lag 3 = 2. Dans ce cas, c’est aussi la 
dimension topologique . 
D’une facon un peu plus g&r&ale, la courbe du mouvement brownien constitue 
un prototype d’ensemble aleatoire self-similaire en ce sens que si on decoupe la 
courbe correspondant a un certain intervalle de temps en n courbes correspondant 
a n sous-intervalles, chacun des morceaux obtenus possede, h une homothttie 
p&s, la m&me loi que la courbe complete. La dimension de Hausdorff de la 
trajectoire brownienne est 2 alors que sa mesure de Lebesgue est 0. 
Actuellement, on introduit parfois de nouvelles notions de dimensions dites 
fractales, plus maniables que la dimension de Hausdorlf, comme par exemple 
dim. fract. S = lim Log N(r)/Log( l/r) 
l-0 
ou N(r) designe le nombre minimum de bottles de rayon r necessaires pour recou- 
vrir S. Et l’on a l’inegalite 
dim. Hausdorff S I dim. fract. S. 
N’oublions pas que les fractales sont likes a des structures metriques, et non 
pas seulement topologiques, et appliquons cette nouvelle notion de dimension a 
de nouveaux monstres. 
3. DE NOUVEAUX MONSTRES 
Nous ne ferons pas l’inventaire de tous les monstres invent& et nous limiterons 
aux plus celebres. 
L’ensemble triad&e de Cantor 
Dans ses etudes sur les ensembles, Cantor, considerait la notion d’ensemble 
derive d’un ensemble, c’est a dire I’ensemble de ses points d’accumulation et, en 
particulier, la notion d’ensemble parfait c’est a dire d’ensemble identique a son 
ensemble derive (comme par exemple un intervalle ferme). 
Cantor [1883] donne un exemple d’ensemble parfait qui “n’est pas condense 
dans P&endue d’un intervalle si petit qu’il soit.” 11 s’agit de I’ensemble appele 
aujourd’hui ensemble triadique de Cantor, ensemble des nombres reels de la forme 
HM 17 FRACTALES 355 
z = c,/3 + 432 + . . . + CJ3k + . . . 
oh les ck dent 0 ou 2. 
(“1 
Dans son article, Hausdorff [1919] donne justement cet ensemble en exemple et 
calcule sa dimension de contenu: Log 2/Lag 3 = 0, 63 . . . . Retrouvons ceci 
comme dimension d’homothetie et considerons pour cela I’algorithme de construc- 
tion geometrique de cet ensemble: 
0 1 0 l/3 213 I 0 I 
I I I I I I HCI WC---l 
@tape 0) @we 1) @tape 2) 
Le passage de l’etape n a l’etape n + 1 consiste a remplacer chacun des 2” 
segments de longueur l/3” par 2 petits segments fern& de longueur l/3”+‘, de 
facon identique au passage de P&ape 0 a P&ape 1. Les extremites des intervalles 
consider& a chaque Ctape sont conservees a l’etape suivante et I’ensemble limite, 
intersection des ensembles obtenus a chaque Ctape, est formt d’une part des 
extremites des intervalles introduits, d’autre part des limites de ces extremitts. 
La longueur de cet ensemble est 0, sa mesure de Lebesgue est nulle, sa dimension 
d’homothetie est egale a Log 2/Lag 3 = 0,63 . . . Cet ensemble &ant compact 
et totalement discontinu, sa dimension topologique est nulle. [On a done ici: dim. 
top. = 0 < dim. Hausdorff = 0, 63 . . .] 
L’escalier du diable 
A propos de cet ensemble triadique T, Cantor [1884] introduit une fonction 
continue g tres particulibre. 11 la definit de la facon suivante 
g(z) = f [Cl/2 + c,/22 + . . . + Ck/2k + . . .] 
pour z de la fonne (“), c’est a dire dans I’ensemble T, et &end g 21 I’intervalle unite 
[O, 11 en la supposant constante dans tout intervalle ne contenant aucun point 
de T. 
II s’agit en fait de la fonction de repartition d’une masse unite &pat-tie uniforme- 
ment sur l’ensemble T. Son graphe a l’allure d’un escalier, mais d’un escalier 
diabolique car entre deux marches il y a toujours une infinite de marches. 
La fonction g est uniformement continue et a une derivee nulle en tout point 
n’appartenant pas 5 T (qui est, nous I’avons vu, un ensemble de mesure de Leb- 
esgue nulle), alors que g(0) = 0 et g(1) = 1. 
Le tapis de Sierpinski 
Construisons en dimension 2 l’analogue de l’ensemble triadique T. Partons du 
car& unite, divisons le en neuf petits cart-es egaux, enlevons I’inttrieur du petit 
carre central. Considerons maintenant les 8 cart-es restants, faisons leur subir le 
meme sort et ainsi de suite . . . (voyez Fig. 12). 
L’ensemble obtenu a la limite a une aire nulle, sa dimension d’homothttie est 
egaleaLog8/Log3 = 1,89. . . On l’appelle tapis de Sierpinski. 
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ttape 1 ttape 2 
FIGURE 12 
ttape 3 
I1 a Bte construit par Sierpinski [1916] pour exhiber une “courbe universelle” 
c’est a dire contenant une image homeomorphe de toute courbe plane non dense. 
La courbe triangulaire de Sierpinski 
On peut proceder a une construction analogue en remplacant le cart-e par un 
triangle equilateral que l’on partagera en quatre petits triangles equilateraux, et 
ainsi de suite . . . (voyez Fig. 13). 
L’ensemble obtenu a la limite a pour dimension d’homothetie Log 3/Lag 2 = 
I,58 . . . . 
Cet ensemble est une courbe de Jordan que l’on peut aussi obtenir comme limite 
de lignes polygonales (voyez Fig. 14, reference [Sierpinski 1985, 3051). 
Le passage d’une &ape a la suivante consiste a remplacer chaque segment par 
trois segments Cgaux de longueur moitie, mais avec en outre une altemance: en 
parcourant la ligne polygonale de Y&ape n, on voit apparaitre les excroissances 
de l’etape n + 1 successivement a gauche et a droite. Cette nouvelle construction 
conduit bien sur a la meme dimension d’homothetie, Log 3/Lag 2. 
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&ape 2 
FIGURE 14 
A 
Ctape 4 
Cette cow-be de Sierpinski possbde une propriete assez folle: chacun de ses 
points-les 3 sommets du triangle initial mis a part-est un point de ramification, 
plus precisement un point de ramification d’ordre 4 ou d’ordre 3 selon qu’il s’agit 
ou non d’un des sommets d’un des triangles introduits [c’est a dire qu’il existe 
dans la courbe 4 ou 3 courbes, images continues du segment unite, dont le point 
en question est le seul point commun.] 
Nous pounions aussi considerer des objets analogues dans l’espace, done de 
dimension d’homothetie comprise entre 2 et 3. Mais revenons plutbt pour un instant 
aux series trigonometriques afin d’observer un nouveau phenomtne etonnant. 
Ensembles triadiques et skries de Fourier 
On sait qu’apres Riemann, Cantor s’est occcupe de la representation d’une 
fonction comme somme d’une serie trigonomCtrique et en particulier de la possibi- 
lit6 de divergence ou de discontinuite en certains points particuliers. 
Cantor [ 18721 montre ainsi que si la somme dune s&e trigonometrique est nulle 
pour toutes les valeurs de la variable sauf peut-ttre celles d’un ensemble de pitme 
esp&ce [c’est a dire dont le (p + l)ieme nsemble derive est vide], alors cette serie 
est identiquement nulle. 
Regardons cette question d’un peu plus p&s, car tres curieusement on verra 
apparaitre un lien entre 
(1) les dries trigonom&iques 
(2) les ensembles triadiques de Cantor 
(3) l’arithmetique. 
Un sous-ensemble compact E de l’intervalle [O, 2?r] est appele un ensemble de 
multiplicite ou d’unicite selon qu’il existe ou non une serie trigonometrique non 
nulle de somme nulle sauf peut-etre aux points de l’ensemble E. 
Un ensemble compact dtnombrable est un ensemble d’unicite, tandis qu’un 
ensemble compact de mesure de Lebesgue strictement positive est un ensemble 
de multiplicite. 
On peut done penser que plus l’ensemble E est gros-en un sens a preciser-plus 
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il a de chances d’etre un ensemble de multiplicite. Testons cette idee sur un 
ensemble compact E non denombrable et de mesure de Lebesgue nulle en consider- 
ant un ensemble du type Cantor. 
Soit z > 2. On pro&de comme pour I’ensemble triadique T, mais la longueur du 
segment enleve n’est plus necessairement Cgale a celle des deux segments restants, 
elle depend de z selon l’algorithme suivant: 
Eo El 
I I- - 
0 2lr 0 2dz 2P(l - l/z) 2z 
Soit E(z) l’ensemble intersection des E,: 
E(z) = (2(z - 1) ,Fb a,/~” 1 a,, = 0 ou 2). 
Compte tenu de la procedure, on a l’impression que plus z est grand, plus E(z) 
est petit. C’est d’ailleurs vrai du point de vue de la dimension de HausdorfTpuisque 
dim. Hausdortf E(z) = Log 2/Lag z- 
Salem et Zygmund montreront en 1955 un resultat tout a fait different: E(z) est 
un ensemble d’unicite si et settlement si z est un nombre de Pisot. Or, cette demitre 
condition est de nature purement arithmetique: elle signifie que z est un nombre 
entier algebrique strictement sup&ieur a 1 dont tous les conjugues sont de valeur 
absolue strictement inferieure a 1. 
Ainsi, 3 est un nombre de Pisot, done E(3), qui est I’ensemble triadique de 
Cantor, est un ensemble d’unicite, alors que 3, 5 n’est pas un entier, done E(3, 5) 
est un ensemble de multiplicit6. 
Pour ces ensembles cantoriens, la propriete d’unicite est done une propriete de 
nature arithmetique et non une propriete lice a l’epaisseur de I’ensemble consider& 
A propos des series de Fourier, disons un mot sur la theorie des ondelettes 
actuellement en plein developpement, mais dont les premisses se situent a I’epoque 
qui nous occupe. 
En effet, du Bois-Raymond ayant mis en evidence en 1873 une fonction continue 
p&iodique dont la &tie de Fourier diverge en un certain point, Haar y remedie en 
1909 en construisant une base orthonormee simple de I’espace des fonctions de 
car& integrable telle que cette fois-ci la &tie de toute fonction continue converge 
uniformement vers cette fonction. 
Franklin [ 19281 foumira une autre base plus performante, variante de ce qui con- 
stitue maintenant les bases orthonormees d’ondelettes developpees par Yves 
Meyer, sorte d’analyse de Fourier locale ou intervient a la fois une variable de fre- 
quence et une variable d’echelle convenant particuhbrement a l’etude des fractales. 
LES FRACTALES AUJOURD’HUI: LES TRAVAUX DE JULIA 
ET FATOU 
Les fractales de Benoit Mandelbrot 
Aujourd’hui, il n’y a plus de monstres, il n’y a que des “objets fractals” ou des 
“fractales” selon la terminologie geniale de Benoit Mandelbrot, exprimant I’idCe 
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de cassure et d’irregularite et non en reference, comme on pourrait le penser, a la 
notion de dimension fractionnaire (qui exclurait les valeurs irrationnelles comme 
Log 4/Lag 3 pour la courbe de von Koch). 
Qu’a fait Benolt Mandelbrot [ 19751, le p&e des fractales? En plus de l’invention 
du mot, il a remis au gout du jour tous ces travaux anciens dont nous venons de 
parler. Pour cela il a tire profit de reflexions comme celles de Jean Pet-tin sur 
l’existence de fractales dans la nature et montre qu’il Ctait possible de les utiliser 
de facon presque systematique dans les disciplines les plus variees: en physique, 
en geographic, en astronomie, en biologie, dans les phenomenes de turbu- 
lence . . . . Les fractales y servent de modeles et la dimension de contenu leur 
associe un nombre susceptible d’interpretation. 
Dans ses etudes ulterieures, Benolt Mandelbrot [ 19821 fait avec profit un grand 
usage de l’ordinateur, ce qui lui permet de ne pas se limiter aux algorithmes de 
construction trop reguliers comme ceux que nous avons vus, mais d’y introduire 
le hasard, par exemple en faisant varier aleatoirement certains rapports d’homo- 
thetie. Tout ceci est expose en detail dans son livre “The Fractal Geometry of 
Nature” dont la version initiale est son essai intitule “Les objets fractals.” 
Independamment des developpements Cvoques ci-dessus, il existe actuellement 
un courant de recherches mathematiques en relation avec la notion de fractales. 
Ainsi se rangent sous le vocable fractal, les travaux en dynamique holomorphe de 
Mandelbrot [ 1980; 19821, Douady et Hubbard [ 19821, . . . , travaux bien connus 
pour l’esthetique des images produites (Peitgen et al [ 1986; 19881). 11s reposent en 
fait sur les etudes profondes effect&es par Fatou [1906; 1919/1920] et Julia [1918] 
a propos de la question plus modestement nommee de l’iteration des fractions 
rationnelles. 
11 s’agit de l’etude du comportement de la suite des it&es 2” = R”(.z& ou 
~0 designe un nombre complexe et R une fraction rationnelle de degrk >l (ne 
correspondant done pas a une homographie). Alors que les fractales Ctudiees 
prectdemment etaient le plus souvent self-similaires, c’est a dire invariantes par 
des transformations lineaires, ici il va s’agir de fractales invariantes par des trans- 
formations non lineaires. 
Les premiers travaux de Fatou 
On sait (Koenigs [18&l]) que si a vhifie 
R(a) = a et IR’W 1 < 1 (8) 
alors a est un point fixe attractif et la suite z, tend vers a des que z0 est choisi dans 
un disque centre en a de rayon assez petit. 
L’etude locale classiquement abordee avec les fonctions analytiques devient ici 
globale. En effet, on peut faire d&-ire a z. le plan complexe tout entier puisqu’une 
fraction rationnelle n’a pas de point singulier essentiel a distance finie. 
Mais alors, selon Fatou [1906], “la dklimitation des domaines de convergence 
correspondant aux divers points racines de (6) est generalement difficile”: les 
lignes frontibres ne sont plus toujours analytiques. (I1 donne l’exemple de la 
fraction R(z) = (z* + z)/2.) 
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Fatou d&We deja de remarquables phenomenes. Ainsi pour la fraction R(z) = 
u”I(u” + 2) (m > 2) oti 0 est le seul point solution de (O), la suite z, tend toujours 
vers o sauf lorsque z0 appartient a un certain ensemble E qui est un “ensemble 
parfait, pat-tout discontinu,” un ensemble de type cantorien. 
Cependant, pour obtenir ses resultats dans cet article de 1906, Fatou utilise des 
proprietes particulieres des fractions considerees. Ce sont les travaux ulterieurs 
de Julia [1918] et Fatou [1919/1920] qui foumiront des CnoncCs d’un grand degre 
de generalite. 
Le Me’moire de Julia 
II est Ctonnant de voir a quel point presque tous les beaux resultats actuellement 
mis en image se trouvaient pour I’essentiel formules de facon thtorique dans les 
travaux de Julia [1918]. Malheureusement, et pour cause, son texte he comporte 
pas de figures, il a fallu attendre les ordinateurs pour visualiser les ensembles dont 
il va Ctre question ci-dessous (voir Peitgen et Richter [1986]. 
Ainsi, Julia-dont Benoit Mandelbrot set-a plus tard I’eleve a 1’Ecole Polytechni- 
que-se propose d’etudier I’ensemble e des it&es R’Q,) et surtout son ensemble 
derive e’ (c’est a dire l’ensemble des points d’accumulation de e) en fonction du 
choix de la valeur initiale z,,. 
A cet effet, il introduit I’ensemble E des points z,,-dits actuellement p&iodiques 
repulsifs-pour lesquels il existe un entier nature1 p tel que 
Rp(zo) = q, et 1 WW,,) 1 > 1. (*I 
C’est E’, l’ensemble derive de E, qui joue un role fondamental, on I’appelle 
aujourd’hui l’ensemble de Julia de la fraction rationnelle R. Julia explique: 
Cet ensemble E’ qui, thkoriquement, est bien defini, A I’aide de E dont la construction point 
par point exige d6jil la rksolution d’une inlinitk denombrable d’tquations algkbriques, it fallait 
voir d’une facon nette ses proprietks gkom&iques. 
Or, Julia obtient la plupart des proprietes fondamentales de cet ensemble. Indi- 
quons celles de son Cnorme Memoire qui peuvent s’exprimer assez simplement. 
L’ensemble E’ est aussi celui des points ~0 au voisinage desquels la famille des 
fonctions iterees RP cesse d’etre une famille not-male. 
L’ensemble E’ est stable par R et R-’ et, quel que soit z0 point de E’, I’ensemble 
des antecedents Rek(zO) est pat-tout dense dans E’. 
Julia montre l’importance des points critiques, c’est a dire des racines de R’(z) 
= 0. I1 en deduit la finitude du nombre des “points limites” (points fixes attractifs) 
a verifiant 
R(a) = a et I R’(a) I < 1 (!a 
et des groupes circulaires limites (cycles attractifs) 
(zmz,, * * . , zp = z,,) verifiant ] (Rp)’ (q,) ( < 1. (88) 
A chacun de ceux-ci est associe un “domaine total de convergence” (le bassin 
d’attraction). Ou bien ce domaine est connexe, ou bien 
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i l se compose d’une infinite de r&ions s&pa&es, sans connexion entre elles, dpank par E’, 
toutes limit4es par des points de E’. Toutes ces r&ions sont ant&Cdentes successives du 
domaine immCdiat de convergence (la composante connexe du point limite dans le bassin 
d’attraction) et le domaine total de convergence vers un point ou un groupe limite a pour 
frontiere tout l’ensemble E’. 
De plus, lorsqu’il existe effectivement un point limite ou un groupe circulaire 
limite, l’ensemble E’ est soit un “continu IinCaire” (une courbe connexe) soit un 
“ensemble discontinu” (de type cantorien). 
S’intkressant au cas 00 E’ est un continu lirkaire, Julia donne des exemples 
g&&aux de fractions R (comme l’exemple (z2 + z)/2 de Fatou), telles que E’ soit 
une courbe de Jordan fermte. Les points de E, denses sur cette courbe, sont des 
points oti la courbe n’a en g&W pas de tangente-ajoutant ainsi aux lettres de 
noblesse des courbes sans tangentes, front&es de domaines du plan complexe 
invariants par une fonction rationnelle. 
Pour d’autres exemples (comme R(z) = (32 - z3)/2), E’ est une courbe continue 
fermbe, reunion d’une infinite de courbes de Jordan simples fermkes et ayant des 
points doubles partout denses. 11 est curieux de noter que pour tenter d’expliquer 
la g6omCtrie correspondante, Julia declare en avoir puis6 l’idke dans le mkmoire 
de von Koch. 
Ainsi, E’, ensemble d&iv6 de E, est ici une courbe fractale. 11 s’agit d’une courbe 
limite, non pas au sens de la courbe de von Koch, courbe obtenue par un passage 
B la limite, mais au sens de courbe-frontiere dClimitant entre eux des bassins 
d’attraction. La nature fractale de cet ensemble ne depend pas de singularit& 
introduites dans la construction, elle provient de ce que I’on appelle la sensibilitd 
aux valeurs initiales, ici la valeur de b, sensibilitk qui apparait m&me pour des 
fonctions itCr6es extremement simples et r6guli&res. 
Cette nature fractale apparait mieux encore dans l’autre cas, celui oii E’ est un 
ensemble partout discontinu (envisagk aussi par Fatou avec R(z) = u”I(u + 2)). 
II ne peut alors exister qu’un point limite vCrifiant (Q)) et il n’y a done qu’un seul 
domaine de convergence: le complementaire de E’. 
On a dit que les points pkriodiques r6pulsifs appartiennent B E’ et que les 
points p6riodiques attractifs n’y appartiennent pas. Qu’en est-il des points Iimites 
singuliers (points indiffkrents) b vkrifiant 
R(b) = b et R’(b) = &ru? (3 
Lorsque u est rationnel, le point appartient & E’ et Julia &end les rkwltats 
p&&dents, mais il laisse le problbme ouvert pour u irrationnel. 
Siegel [1942] apportera une contribution et la question ne progressera plus 
jusqu’aux annCes 1970. 
La mithode de Newton 
On connait la mkthode de Newton-Raphson basCe sur I’itCration 
xk+l = xk - &,)/P’(x,). 
La question de la convergence CtudiCe g6omCtriquement par Mourraille 117681, 
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la rapidite de celle-ci envisagee par Fourier [ 18181, puis Cauchy [ 18291 se situent 
pour l’essentiel dans le domaine des variables reelles. De plus, le point de vue 
reste local, on se limite generalement au choix dune valeur initiale x0 proche d’une 
racine x. 
Cayley [I8791 propose d’adopter un point de vue global. 11 s’agit, pour lui, 
d’etudier le bassin d’attraction global dune racine. 
Lorsque P est de degre 2, Cayley fournit facilement la solution, mais le probleme 
se pose pour P de degre 3. Or, il s’agit bien d’une question d’iteration de fraction 
rationnelle 
R(z) = z - P(z)IP’(z). 
les zeros du polynome P correspondant aux points fixes de la fraction R. 
Julia [1918] evoque cette etude et montre sur des exemples ce qui est susceptible 
de se produire avec un polynome de degre 3. Comme 
R’(z) = P(z) P’(z)IP’(z)~, 
un zero de P est automatiquement un point fixe superattractif c de R, 
R(c) = c et R’(c) = 0, (Jd 
qui possede son propre bassin d’attraction. 
L’ensemble de Mandelbrot 
Fatou [1919/1920] retrouve independamment les resultats du memoire de Julia 
(alors resumes notamment dans Julia [1917]). I1 signale 
. . . . I’intbri3 qu’il y await B rechercher les conditions nkessaires et suffisantes pour que 
I’ensemble E’ varie d’une man&e continue, tant au point de vue de la position de ses points 
qu’au point de vue de la connexion des domaines dans lesquels il divise le plan. lorsqu’ on 
fait varier les coefficients de R(z). 
On sait maintenant qu’une classification quasi-complete des ensembles de Julia 
peut Ctre donnee lorsque R est un polynome de degre 2 grace a l’ensemble de 
Mandelbrot M. En effet, R est alors conjugue a un p,(z) = z* + c ou c est un 
nombre complexe. 
Or, selon les travaux de Julia et Fatou, le point a l’infini &ant un point fixe 
superattractif, l’ensemble de Julia E,’ correspondant est la front&e du bassin 
d’attraction de l’infini, il est soit connexe, soit de type cantorien. L’ensemble M 
est defini par 
M = (c E C 1 E’, connexe). 
I1 faut noter que Ei est un ensemble dans le plan de la variable z et M un ensemble 
dans le plan du parametre c. 
Toujours d’apres les travaux de Julia et Fatou, E’, est connexe si et seulement 
si 0 n’est pas darts le bassin d’attraction de l’infini, autrement dit on a aussi 
M = (c E C ( la suite p:(O) est bomee). 
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Ce phenomtne extraordinaire, le fait qu’une seule orbite suffise a caracteriser 
la situation, provient de ce que o est l’unique point critique de pc = z2 + c. 
L’ensemble M, ensemble des paramttres c tels que ~5: soit connexe, est lui- 
meme connexe (Douady et Hubbard [1982]). Son image est maintenant un grand 
classique. 
Finalement, le plus interessant dans cette etude dynamique n’est pas le “chaos” 
en lui-meme, chaos observe au cows de ces iterations, mais plutot le passage de 
l’ordre au chaos, le passage d’une courbe connexe a un ensemble cantorien. 
L’ensemble de Mandelbrot correspondant ici a cette transition pourrait Ctre consid- 
ere comme une gCntralisation de la constante universelle de Feigenbaum [I9781 
regissant les ph&ombnes non lineaires. 
Le foisonnement des resultats actuels relatifs a cette dynamique complexe 
trouve a tel point ses fondements dans ces pages des annees 1918/1920 que, selon 
un spkcialiste de dynamique holomorphe, l’ensemble de Mandelbrot devrait en 
fait s’appeler l’ensemble de Fatou. 
Mais en revelant au monde tous ces mysttres endormis, Benoit Mandelbrot joue 
bien sur un role essentiel dans I’histoire de ses fractales, conferant une unite 
certaine B des domaines divers et surtout a des phenombnes extremement differ- 
ents, voire, opposes, qu’ils soient reguliers dans leurs singularites, chaotiques 
mais deterministes, ou au contraire, le fruit du hasard. 
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